




Pàáîòà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìàì èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ïåðåìåííûõ. Ýòà ïðîáëå-
ìàòèêàèìååòâàæíîåçíà÷åíèåäëÿìíîãèõñòàòèñòè÷åñêèõïðèëîæåíèé, è, â÷àñòíî-
ñòè, â ìåæñòðàíîâîì è ìåæðåãèîíàëüíîì ñðàâíèòåëüíîì àíàëèçå. Ñòàòüÿ ñîñòîèò
èçäâóõ÷àñòåé, âêëþ÷àþùèõ(1)îáçîðäâóõìåòîäîâèññëåäîâàíèÿñòðóêòóðûïåðåìåí-
íûõ:êðàòêîãîðåçþìåïîäðåâîîáðàçíûìñòðóêòóðàìçàâèñèìîñòåéèáîëååïîäðîáíî-
ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâûõ ìîäåëåé ñ îñîáûì óïîðîì íà ìåòîä âûáîðà êîâàðèàöèé
Äåìïñòåðà(÷àñòü1), (2)îïèñàíèÿïðåäëàãàåìîéàâòîðîììîäèôèêàöèèýòîãîìåòîäà
è (3) åãî ïðèìåíåíèÿ ê ïðàêòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ è ñðàâíåíèþ ðîññèéñêèõ ðåãèîíîâ
(÷àñòü2).
Ñêîëüêî íóæíî ãèïîòåòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, èëè ôàêòîðîâ,
è êàêèõ, ÷òîáû ïî âîçìîæíîñòè áîëåå òî÷íî âîñïðîèçâåñòè
è îáúÿñíèòü íàáëþäàåìûå âçàèìîñâÿçè ìåæäó ïåðåìåííû-
ìè?Êàêèìîáðàçîììûìîæåìïðîâåñòèñâåðòêóáîëüøîãîêî-
ëè÷åñòâà äàííûõ ñ ìèíèìàëüíîé ïîòåðåé èíôîðìàöèè, èñ-
ïîëüçóÿ âîçìîæíóþ áîëåå ïðîñòóþ êîíöåïöèþ?
Èáåðëà [Iberla (1980)]
È
çáûòîê ïåðåìåííûõ — ïðîáëåìà ìíîãèõ ñðàâíèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé. Êàê ïðàâèëî,
òðóäíîïðèíÿòüðåøåíèåîïîëåçíîñòèèóìåñòíîñòèîòäåëüíîéñïåöèôè÷åñêîéïåðå-





ïîðîäèëà ðÿä ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà òåîðèè ãðàôîâ.
Â ïåðâîé ÷àñòè ñòàòüè îïèñûâàþòñÿ äâà èç âîçìîæíûõ ìåòîäîâ: êðàòêî èçëàãàåòñÿ ìåòîä,
áàçèðóþùèéñÿíàïîíÿòèè«äåðåâüÿçàâèñèìîñòåé»(õîðîøîïðåäñòàâëåííûéâðóññêîÿçû÷-
íîé ëèòåðàòóðå), è, áîëåå ïîäðîáíî, àëãîðèòì âûáîðà êîâàðèàöèé Äåìïñòåðà, ãîðàçäî ìå-
íåå èçâåñòíûé.
Ïîñëåäíèé ìåòîä îòíîñèòñÿ ê îáøèðíîé è áûñòðî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòè ãðàôîâûõ
ìîäåëåé. Ïðåäëàãàåòñÿ òàêæå êðàòêîå ââåäåíèå â ãðàôîâûå ìîäåëè, ïðè ýòîì ïðåäëàãàåòñÿ
àëãîðèòìâûáîðàêîâàðèàöèéîòíîñèòåëüíîäðóãèõìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõâýòîéîáëàñòè.
Âî âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà Äåìïñòåðà, îñíîâàí-
íàÿ íà åãî êîìáèíàöèè ñ äåðåâüÿìè çàâèñèìîñòåé, è îïèñûâàåòñÿ åãî ïðàêòè÷åñêîå ïðèìå-
íåíèå ê ñðàâíèòåëüíîìó àíàëèçó ïîëîæåíèÿ è ðàçâèòèÿ ðîññèéñêèõ ðåãèîíîâ.
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Регионы 1.  Древообразные структуры зависимостей
1.1.Îáùååïðåäñòàâëåíèå
Òðàäèöèîííîéôîðìîéîïèñàíèÿçàâèñèìîñòåéìåæäóp ýëåìåíòàìèìíîãîìåðíîãîíîð-
ìàëüíî ðàñïðåäåëåííîãî âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ ïîëíóþ
èíôîðìàöèþ î âçàèìîñâÿçÿõ ìåæäó êîîðäèíàòàìè. Â îáùåì ñëó÷àå ýòà ìàòðèöà çàâèñèò îò
pp () 12 ïàðàìåòðîâ, è â äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèÿõ èëè èíòåðïðåòàöèÿõ íåëåãêî îáðàáî-
òàòü òàêîå áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ.
×îóèËüþ[ChowandLiu(1966)], [ChowandLiu(1968)], [Chow(1970)]íàîñíîâåòåîðèèãðà-
ôîâââåëèïîíÿòèåäðåâîîáðàçíîéñòðóêòóðûçàâèñèìîñòåé, ïðåäëîæèâíîâûéêëàññðàñïðå-
äåëåíèé ñ áîëåå ýêîíîìíûì îïèñàíèåì êîððåëÿöèé, èñïîëüçóÿ òîëüêî p1 ïàðàìåòðîâ.
Äàëüíåéøèåðàçðàáîòêèýòîéòåìûäëÿïðîñòðàíñòââûñîêîéðàçìåðíîñòèáûëèâûïîëíåíû
Çàðóöêèì [Çàðóöêèé (1978)] è [Çàðóöêèé (1980)]. Ïðàêòè÷åñêèé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ïðè-
âåäåí â [Ïðîõîðñêàñ, Æþæíèñ è äð. (1976)]. Íàøå ïðåäñòàâëåíèå äðåâîîáðàçíûõ ñòðóêòóð
çàâèñèìîñòåé çàèìñòâîâàíî ó Àéâàçÿíà, Åíþêîâà è Ìåøàëêèíà [Àéâàçÿí, Åíþêîâ è äð.
(1985)], à ñàìà èäåÿ äðåâîîáðàçíûõ ñòðóêòóð çàâèñèìîñòåé ïðîèñõîäèò èç öåïåé Ìàðêîâà.
Îïðåäåëåíèå 1 (Öåïü Ìàðêîâà)
1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X i ñëó÷àéíûõ íåïðåðûâíûõ ïå-
ðåìåííûõ, îáëàäàþùèõ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî, ïðè äàííîì ïðåäñòàâëåíèè, áóäóùåå óñëîâíî
íåçàâèñèìî îò ïðîøëîãî, íàçûâàåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ âñåõi  2
f x Xx f x Xx X x X i iiX i ii ii ( | ) ( | ,..., ).      11 11 1 1
Îïðåäåëåíèå 2 (Äðåâîîáðàçíàÿ ñòðóêòóðà çàâèñèìîñòåé). Ñëó÷àéíûé p-ìåðíûé
âåêòîð X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äðåâîîáðàçíîé ñòðóêòóðû çàâèñèìîñòåé T, åñëè
ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ïåðåñòàíîâêà        ( ,..., ) ( , ,..., ) ( ) () () 1 12 p p  êîîðäèíàò
ýòîãî âåêòîðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: äëÿ êàæäîãî   () i ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî
j ii ( ) , ,..., () () ( )      $  0 11 , ÷òî
fx X x fx X Xa ja ja Xa a a i i a i i () () () () () () () (| ) (| () () 11 1   
 xXx aaa ii ( ) () () ,..., ).
11 1 (1)
Çäåñü j  0 ñîîòâåòñòâóåò ôèêòèâíîé êîîðäèíàòå x
0 1 . è j() ()   1 0  .
ÏðîèëëþñòðèðóåìýòîîïèñàíèåñïîìîùüþïðèìåðàÄåìïñòåðà[Dempster(1972)], ïðåä-
ñòàâëåííîãîíàðèñ.1èñîîòâåòñòâóþùåãîêîððåëÿöèîííîéìàòðèöåSñ÷èñëîìïåðåìåííûõ
p = 6 è ÷èñëîì íàáëþäåíèé n = 72:
S 
 10000 03966 03688 01764 04632 02939
10000 0023
,,, , , ,
, , 2 00854 00193 02191





















































äåíî â êíèãå [Øèðÿåâ (2004)], ñòð. 788.Äëÿ øåñòèìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X XXXXXX  ( ,,,,,) 123 4 56 çäåñü ñóùåñòâóåò ïåðå-
ñòàíîâêà
          (,,,,,) ( , , , , , ) ( ) () () () () () 123456 213546,
ãäå jj ()( ) ()   1 20  , jj () ( ) ()   2 12  , jj () ( ) ()   3 31  , jj () ( ) ()   4 51  , jj () ( ) ()   5 45  è jj () ( ) ()   6 65  .
Äëÿíîðìàëüíîãîðàñïðåäåëåíèÿýòàäðåâîîáðàçíàÿñòðóêòóðàçàâèñèìîñòåéåäèíñòâåí-
íà [Chow (1970)] è [Çàðóöêèé (1978)]. Êðîìå òîãî, íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñâîéñòâîì
äðåâîîáðàçíîéñòðóêòóðûçàâèñèìîñòåéèìååòïðîñòîéâèäîáðàòíîéêîâàðèàöèîííîéìàò-
ðèöû/
1, ãäå âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ÷àñòü ìàòðèöû/
1 ñîäåðæèò íå áîëåå p1íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ. Âñïîìíèì îïðåäåëåíèå ÷àñòè÷íîé íåçàâèñèìîñòè.
Îïðåäåëåíèå 3 (×àñòè÷íàÿ íåçàâèñèìîñòü). Äâå ïåðåìåííûå ÷àñòè÷íî íåçàâèñèìû
(ïðèôèêñèðîâàííûõâñåõîñòàëüíûõïåðåìåííûõ) òîãäàèòîëüêîòîãäà, êîãäàñîîòâåòñò-
âóþùèé ýëåìåíò â îáðàòíîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöå ðàâåí íóëþ.
Òàêèìîáðàçîì, âíàøåìñëó÷àå, çàèñêëþ÷åíèåì p1ïàðïåðåìåííûõ, âñåäðóãèåïåðå-
ìåííûå ÷àñòè÷íî íåçàâèñèìû.
Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 1 (Ñâîéñòâî öåïè, [Chow (1970)]). Äëÿp-ìåðíîãîíîðìàëüíîðàñïðåäåëåííîãî








2ìåæäóâåêòîðíûìèêîîðäèíàòàìè Xi èX j, àMi j (, )— ïðî-
ñòàÿöåïü









































































































2 Ìûîáîçíà÷àåì÷åðåç%ij «òåîðåòè÷åñêèå»êîýôôèöèåíòûêîððåëÿöèè,à÷åðåçrij —âûáîðî÷íûåêîýôôèöèåí-
òû êîððåëÿöèè.
3 Íàïîìíèì:
Îïðåäåëåíèå4(Ïðîñòàÿöåïü).Êîíå÷íàÿíåïóñòàÿïîñëåäîâàòåëüíîñòüMx xx x x x mm  	 ( , ),( , ),...,( , ) 12 23 1 ðåáåð
ãðàôà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé öåïüþ, ñîåäèíÿþùåé âåðøèíû x1 è xm	1, åñëè âñå âåðøèíû xx m 11 ,..., 	 ðàçëè÷íû. Åñëè
xx m 11  	 , òîìûèìååìïðîñòîéöèêë.Äàëåå íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå äâà îïðåäåëåíèÿ:
Îïðåäåëåíèå 5 (Âåñ ñâÿçè). Íàçîâåì âåñîì wij ñâÿçè(, ) ijàáñîëþòíîå çíà÷åíèå%ij.
Îïðåäåëåíèå 6 (Âåñ ãðàôà). Âåñ ãðàôà — ýòî ñóììà âåñîâ åãî ðåáåð.
Ñëåäóþùàÿ êëþ÷åâàÿ òåîðåìà äàåò âîçìîæíîñòü ïðàêòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ãðàôà.
Òåîðåìà2(×îó(Chow)).Ðàññìîòðèìíåâûðîæäåííûéíîðìàëüíûéâåêòîðñäðåâîîáðàç-
íîéñòðóêòóðîéT.Âåñýòîãîäåðåâàçàâèñèìîñòåéñòðîãîáîëüøå, ÷åìâåñëþáîãîäðóãîãîäå-
ðåâà, îòëè÷àþùåãîñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíèì ðåáðîì ñ íåíóëåâûì âåñîì.
Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 è 2 ïðèâåäåíû â [Àéâàçÿí, Åíþêîâ è äð. (1985)]. Òàê, â ñëó÷àå èç-
âåñòíîé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû/% ij ïðîáëåìà ïîèñêà äðåâîîáðàçíîé ñòðóêòóðû çàâè-
ñèìîñòåéTýêâèâàëåíòíàïîèñêóäåðåâàñìàêñèìàëüíûìâåñîì.Ýòàïðîáëåìàðåøàåòñÿñïî-
ìîùüþ àëãîðèòìà Êðóñêàëà [Kruskal (1956)] ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî ñâÿçûâàþùåãî äåðåâà.
ÑëîæíîñòüàëãîðèòìàÊðóñêàëàîöåíèâàåòñÿêàê1(( ) ) pp
2log [Cormen, Leiberson, etal.(1990)].
Äðåâîîáðàçíûåñòðóêòóðûçàâèñèìîñòåéïðåäîñòàâëÿþòïîëåçíóþêëàññèôèêàöèþïåðå-
ìåííûõèïîçâîëÿþòîñóùåñòâëÿòüíåÿâíûéêîíòðîëüêà÷åñòâàäàííûõ.Â÷àñòíîñòè, òåïåðå-
ìåííûå â ñòðóêòóðå, êîòîðûå çàíèìàþò íåîáû÷íîå, íå îáúÿñíÿåìîå òåîðèåé èëè çäðàâûì
ñìûñëîììåñòî, òðåáóþòïðîâåäåíèÿäîïîëíèòåëüíûõèññëåäîâàíèéäëÿâûÿñíåíèÿïðè÷èí
òàêèõ îòêëîíåíèé.
Äðåâîîáðàçíûå ñòðóêòóðû çàâèñèìîñòåé áûëè ðàçðàáîòàíû äëÿ áèíàðíûõ, à òàêæå íîð-
ìàëüíîðàñïðåäåëåííûõäàííûõ.Âäàëüíåéøåìïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîíàøèäàííûåðàñïðåäå-
ëåíû íîðìàëüíî, è ÷òî ñïðàâåäëèâà ñàìà ãèïîòåçà ïðèñóòñòâèÿ ñòðóêòóðû äðåâîîáðàçíîé
çàâèñèìîñòè â ðàññìàòðèâàåìûõ äàííûõ.
Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ êðèòåðèè êà÷åñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ.
1.2.Êðèòåðèèêà÷åñòâàïðåäñòàâëåíèÿ
Îáîçíà÷èì÷åðåçrijâûáîðî÷íûéêîýôôèöèåíòêîððåëÿöèè, à÷åðåç rij åãîîöåíêóíàîñíî-
âå äðåâîîáðàçíîé ñòðóêòóðû çàâèñèìîñòåé. Åñëè ðåáðî(, ) ijïðèíàäëåæèò äåðåâó ñ ìàêñè-
ìàëüíûì âåñîì (êîððåëÿöèåé), òî
 rr ij ij  ,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå  rij âû÷èñëÿåòñÿ, îïèðàÿñü íà âûðàæåíèå (3).
Õîòèìîöåíèòü, íàñêîëüêîõîðîøîäðåâîîáðàçíàÿñòðóêòóðàçàâèñèìîñòåéàïïðîêñèìè-
ðóåò âñþ êîððåëÿöèîííóþ ìàòðèöó è êîððåëÿöèè êàæäîé ïåðåìåííîé i ñî âñåìè äðóãèìè
ïåðåìåííûìè. Çàäàåì òðè êðèòåðèÿ êà÷åñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ.
Êðèòåðèé 1: êà÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåìåííîé
Äëÿ çàäàííîé ïåðåìåííîé i:
Åñëè ar r i ji ij ij 
2  |  |è br i ji ij 



























нÇíà÷åíèå êðèòåðèÿ ci ðàâíî 1, åñëè è òîëüêî åñëè  rr ij ij  äëÿâñåõj, è, òàêèì îáðàçîì, çíà-
÷åíèå ci, áëèçêîå ê 1, óêàçûâàåò íà õîðîøåå êà÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ. Êðèòåðèé ci äîñòèãàåò
ñâîåãî íàèõóäøåãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî –1, åñëè è òîëüêî åñëè  rr ij ij  äëÿ âñåõ j.
Êðèòåðèé 2: êà÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåìåííîé (ðîáàñòíîå)













ãäå3 — ïîðîã èíäèôôåðåíòíîñòè.
Ââîäèì ýòîò ïîðîã, ÷òîáû îãðàíè÷èòü âëèÿíèå ñëèøêîì íèçêèõ êîððåëÿöèé. Èñïîëüçóåì
3  () | | pr 1 èëè3 
2
3
1 () | | pr ,ã ä å|| r —ñðåäíååçíà÷åíèåïîâñåì|| rij ,àp—÷èñëîïåðåìåííûõ.
Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîðîã3, ðàâíûé() p1, óìíîæåííûé íà ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå|| r ,ä ë ÿ
êîòîðîãî ãèïîòåçà%0
4äëÿ âûáîðêè ñîîòâåòñòâóþùåãî îáúåìà íå îòêëîíÿåòñÿ.
Ðåçóëüòàòûäëÿêðèòåðèåâ1è2áëèçêè, íîîïðåäåëåíèå(5)áîëååðîáàñòíîèïðåäîòâðà-
ùàåò ïîëó÷åíèå ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé.
Êðèòåðèé 3 (ãëîáàëüíûé): êà÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ äåðåâà
Åñëè Ar r
ij ij ij 
  || è Br
ij ij 






íèå êðèòåðèÿ C, áëèçêîå ê íóëþ, óêàçûâàåò íà õîðîøåå êà÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïî àíàëî-









ãäå3 ðàâíî pp () 1, óìíîæåííîìó íà ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå|| r , äëÿ êîòîðîãî ãèïîòåçà%0
äëÿ âûáîðêè ñîîòâåòñòâóþùåãî îáúåìà íå îòêëîíÿåòñÿ.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äåðåâî çàâèñèìîñòåé, ïîñòðîåííîå äëÿ ðîññèéñêèõ îá-
ëàñòåéâ1994ãîäóèïðåäñòàâëåííîåíàðèñ.2.Ïðèìåíåíèåäåðåâüåâçàâèñèìîñòåéòðåáóåò,
÷òîáû ïåðåìåííûå áûëè ðàñïðåäåëåíû ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó, â äàííîì ïðèìåðå ïåðå-
ìåííûå ïðåîáðàçîâàíû òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëåíèÿ, áëèçêèå ê íîðìàëüíîìó (ïîä-
ðîáíîñòè â Ïðèëîæåíèè D2 äèññåðòàöèè àâòîðà [Weinberg (2007)]).
Êà÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû äðåâîîáðàçíîé ñòðóêòóðîé çàâèñè-
ìîñòåé, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 2, èìååò çíà÷åíèå 0,43, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íèçêîé
öèôðîé.Êà÷åñòâîçàâèñèòîòäâóõôàêòîðîâ:÷èñëàñâÿçåéèàáñîëþòíûõçíà÷åíèéêîýôôèöè-
åíòîâ êîððåëÿöèè, âûáðàííûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ äðåâîîáðàçíîé ñòðóêòóðû.








































































































4 Îáîçíà÷àåì ÷åðåç%òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå r.Îïðåäåëåíèå 7 (Ñòåïåíü ïåðåìåííîé).Ñòåïåíüþïåðåìåííîé, ò.å.âåðøèíû, ÿâëÿåò-
ñÿ ÷èñëî èñõîäÿùèõ ðåáåð èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ÷èñëî ñìåæíûõ âåðøèí.
Â òàáë. 1 ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ ci êà÷åñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåìåííûõ â ýòîì
ïðèìåðå.Êà÷åñòâîïðåäñòàâëåíèÿçàâèñèòîòäâóõôàêòîðîâ:÷èñëàñâÿçåéèàáñîëþòíûõçíà-
÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè, âûáðàííûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà. Â îáùåì, äëÿ ïåðå-

























Êà÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåìåííûõ â äðåâîîáðàçíîé ñòðóêòóðå çàâèñèìîñòåé
äëÿ ðîññèéñêèõ ðåãèîíîâ â 1994 ãîäó
Ïåðåìåííàÿ Ñòåïåíü Êà÷åñòâî Ïåðåìåííàÿ Ñòåïåíü Êà÷åñòâî
expends4 6 0,82 migrat4 2 0,52
inv4 1 0,80 murders4 1 0,48
commun3 4 0,80 tempjan 2 0,47
grp4 5 0,78 netw4 3 0,43
retail4 2 0,76 inc2min4 2 0,41
dem3 1 0,74 poor4 1 0,39
assets4 1 0,69 student4 1 0,38
urban4 3 0,66 patr3 1 0,28
ind4 1 0,65 agr4 2 0,28
expect4 3 0,63 house4 1 0,27
crime4 1 0,59 unempl4 2 0,23
native 1 0,58 research4 1 0,19
avto4 1 0,58 infmort4 1 0,19
smentr4 1 0,57 periph 1 0,16
old4 3 0,54Îäíàêî, íàïðèìåð, ïåðåìåííàÿ èíâåñòèöèè íà äóøó íàñåëåíèÿ (inv4) èìååò òîëüêî îäíó
ñâÿçü, à åå êà÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ ðàâíî 0,80, ÷òî îáóñëîâëåíî âûñîêèì êîýôôèöèåíòîì
êîððåëÿöèè (0,9) ïåðåìåííîé èíâåñòèöèé ñ óçëîâîé ïåðåìåííîé ÂÐÏ (GRP) (grp4). Â òî æå
ñàìîå âðåìÿ ïåðåìåííàÿ ïëîòíîñòè òðàíñïîðòíîé ñåòè (netw4) ñ òðåìÿ ñâÿçÿìè èìååò îò-
íîñèòåëüíî íèçêîå êà÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèÿ, ðàâíîå 0,43. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êîýôôè-
öèåíò êîððåëÿöèè (0,65) ìåæäó ïëîòíîñòüþ òðàíñïîðòíîé ñåòè è òåìïåðàòóðîé ÿíâàðÿ
(tempjan), ïðèâîäÿùèé ê îñíîâíîìó áîëüøîìó ìàññèâó äàííûõ è, òàêèì îáðàçîì, ó÷àñòâóþ-
ùèé â áîëüøèíñòâå öåïåé, èìååò äîâîëüíî íèçêîå çíà÷åíèå äëÿ òàêîé êëþ÷åâîé ïåðå-
ìåííîé, âûñîêî êîððåëèðîâàííîé ñ äðóãèìè ïåðåìåííûìè. (Íàçîâåì êëþ÷åâîé ïåðåìåí-
íîé ïåðåìåííóþ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ñâÿçåé, íî ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ýòîìó ïîíÿòèþ
íå äàåì).
1.3.Èíòåðïðåòàöèÿðåçóëüòàòîâ
Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó ïåðåìåííûõ íàøåé äðåâîîáðàçíîé ñòðóêòóðû çàâèñèìîñòåé, íà-
÷èíàÿ ñ êëþ÷åâûõ ïåðåìåííûõ:
Ïåðåìåííàÿ ÂÐÏ íà äóøó íàñåëåíèÿ (grp4) ñâÿçàíà ñ ïåðåìåííûìè:
1) èíâåñòèöèè íà äóøó íàñåëåíèÿ (inv4);
2) ïðîìûøëåííîå ïðîèçâîäñòâî íà äóøó íàñåëåíèÿ (ind4);
3) ðîçíè÷íàÿ òîðãîâëÿ íà äóøó íàñåëåíèÿ (retail4);
4) òåìïåðàòóðà ÿíâàðÿ (tempjan).
Òàêèìîáðàçîì, âäîïîëíåíèåêòðàäèöèîííîéýêîíîìè÷åñêîéçíà÷èìîñòèÂÐÏâèäèìóñ-
òîé÷èâóþãåîãðàôè÷åñêóþêîìïîíåíòó, îáóñëîâëåííóþñåâåðíûìïîëîæåíèåìèâàðèàöèåé
öåíîâîãî óðîâíÿ ïî âñåé ñòðàíå.
Ðàñõîäûíàäóøóíàñåëåíèÿ(expens4).Ýòàïåðåìåííàÿÿâëÿåòñÿäðóãîéâàæíîéýêîíî-
ìè÷åñêîé ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ óæå ïî ïîñòðîåíèþ àãðåãèðóåò ðàñõîäû íà ïîòðåáëåíèå.
Ýòà ïåðåìåííàÿ òðàäèöèîííî ñâÿçàíà ñ îòíîøåíèåì äîõîäà ê ïðîæèòî÷íîìó ìèíèìóìó
(inc2min4), ÷èñëîì ìàëûõ ïðåäïðèÿòèé íà äóøó íàñåëåíèÿ (smentr4), ÷èñëîì àâòîìîáèëåé
íà äóøó íàñåëåíèÿ (avto4) è îáîðîòîì ðîçíè÷íîé òîðãîâëè íà äóøó íàñåëåíèÿ (retail4). Êàê
âèäíî, â1994ãîäóýòàïåðåìåííàÿòàêæåèìåëàâûñîêóþîòðèöàòåëüíóþêîððåëÿöèþñïðî-
êîììóíèñòè÷åñêèì ãîëîñîâàíèåì íà âûáîðàõ 1993 ãîäà (commun3). Îáëàñòè ñ áîëåå íèçêè-
ìè óðîâíÿìè áëàãîñîñòîÿíèÿ áûëè ìåíåå áëàãîñêëîííû ê ëèáåðàëüíûì ðåôîðìàì è ïåðå-
ìåíàì.
Âîâòîðîé÷àñòèñòàòüèïðîäîëæèìîïèñàíèåïåðåìåííûõ, àíàëèçèðóÿðåçóëüòàòû, ïîëó-
÷åííûå ïðè ïîìîùè ãðàôîâûõ ìîäåëåé. Óâèäèì, ÷òî áîëüøèíñòâî ñâÿçåé (ðåáåð ãðàôà)
â äðåâîîáðàçíûõ ñòðóêòóðàõ çàâèñèìîñòåé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôîâûõ ìîäåëÿõ ñîâïàäà-
þò. Â öåëîì, äðåâîîáðàçíàÿ ìîäåëü çàâèñèìîñòåé ïðèâîäèò ê óäîâëåòâîðèòåëüíûì ðåçóëü-
òàòàì, íîâðàìêàõýòîéìîäåëèíàñòðóêòóðóïåðåìåííûõíàëàãàþòñÿñëèøêîìñòðîãèåîãðà-
íè÷åíèÿ, â ÷àñòíîñòè íå äîïóñêàþòñÿ öèêëû è èçîëèðîâàííûå ïåðåìåííûå. Êðîìå òîãî,
â êîíöå ïîñòðîåíèÿ äðåâîîáðàçíîé ñòðóêòóðû ÷àñòî äîáàâëÿþòñÿ íåäîñòàòî÷íî èíôîðìà-
òèâíûå ðåáðà â óùåðá áîëåå èíôîðìàòèâíûì. Íà ðèñ. 2 ïîðÿäîê ïðèñîåäèíåíèÿ ðåáåð óêà-
çàíâñêîáêàõ, ðåáðàñáîëååâûñîêèìèêîððåëÿöèÿìè, àçíà÷èò, êàêïðàâèëî, íàèáîëååâàæ-












































































































Ñîãëàñíî Ëàóðèòöåíó [Lauritzen (1996)] êîðíè ãðàôîâûõ ìîäåëåé ìîæíî ïðîñëåäèòü
â àíàëèçå òðàåêòîðèé è ãåíåòèêå [Wright (1921)], ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå [Gibbs (1902)]
è àíàëèçå òàáëèö ñîïðÿæåííîñòè [Bartlett (1935)]. Ñíà÷àëà ãðàôîâûå ìîäåëè ðàçðàáàòûâà-
ëèñüäëÿïîñòðîåíèÿìîäåëåéâêàæäîéîáëàñòèíàó÷íûõèíòåðåñîâîòäåëüíî.Ðåàëüíûéèí-
òåðåñêãðàôîâûììîäåëÿìïîÿâèëñÿâñåðåäèíåâîñüìèäåñÿòûõ[Borgelt, Kruse(2002)].Ñòðóê-
òóðà óñëîâíûõ îòíîøåíèé çàâèñèìîñòè è íåçàâèñèìîñòè ìåæäó ïåðåìåííûìè ïðåäñòàâëÿ-
ëàñü â âèäå ñåòè èëè ãðàôà (îòñþäà íàçâàíèÿ — ãðàôîâûå ìîäåëè è ñåòè âûâîäîâ (inference
networks)) è ÷àñòî íàçûâàëàñü ãðàôîì óñëîâíîé íåçàâèñèìîñòè. Â òàêîì ãðàôå êàæäàÿ âåð-
øèíàïðåäñòàâëÿåòïåðåìåííóþ, àêàæäîåðåáðî—ïðÿìóþçàâèñèìîñòüìåæäóäâóìÿïåðå-
ìåííûìè.
Òàêîé ãðàô îêàçûâàåòñÿ íå òîëüêî ïîëåçíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ñîäåð-
æàíèÿ ìîäåëè, íî òàêæå îáëåã÷àåò àíàëèç â îáëàñòÿõ c âûñîêîé ðàçìåðíîñòüþ, ïîñêîëüêó
åãî ïðèìåíåíèå ïîçâîëÿåò ñâåñòè àíàëèç ê ïîäïðîñòðàíñòâàì ñ áîëåå íèçêîé ðàçìåð-
íîñòüþ.
Ãðàôîâûå ìîäåëè ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûâîäîâ â ýêñïåðòíûõ ñèñòåìàõ
è ñèñòåìàõ, îáåñïå÷èâàþùèõ ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ [Castillo, Gutierrez, et al. (1997)]; â ýòîì êîí-
òåêñòå îíè íàçûâàþòñÿ ñåòÿìè âûâîäîâ. Âåðîÿòíîñòíûå ãðàôîâûå ìîäåëè âêëþ÷àþò â ñåáÿ:
1) áàéåñîâñêèå ñåòè, îñíîâàííûå íà îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ óñëîâíûõ íåçàâèñèìîñòåé
[Jentzen (1996)], è 2) ìàðêîâñêèåñåòè, îñíîâàííûå íà íåîðèåíòèðîâàííûõ ãðàôàõ [Lauritzen
(1996)].
Ïðè îáðàùåíèè ê ïðîáëåìàì âûÿâëåíèÿ ýêñïåðòíûõ çíàíèé (ïóòåì àíàëèçà âíóòðåííèõ
ñâÿçåéäàííûõ)è«èíôîðìàöèîííîéïðîõîäêå»(ñïîñîáàíàëèçàèíôîðìàöèèâäàííûõ:âûÿâ-
ëåíèå òðåíäîâ è ò.ï.), ãðàôîâûå ìîäåëè èìåþò îïðåäåëåííûå ïðåèìóùåñòâà, ÷òî ïðèâåëî
ê âîçðàñòàíèþ èõ ïîïóëÿðíîñòè â ïîñëåäíèå ãîäû. Â ÷àñòíîñòè, ñåòåâîå (ãðàôîâîå) ïðåä-
ñòàâëåíèå îáåñïå÷èâàåò ïîíÿòíîå êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå (â âèäå ñåòåâîé ñòðóêòóðû) è êî-
ëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå (â âèäå ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ) àíàëèçèðóåìîé
îáëàñòè, òàê ÷òî ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ìîæíî îöåíèòü äîñòî-
âåðíîñòü èíòóèöèè ýêñïåðòîâ [Borgelt, Kruse (2002)].
Â ñòàòüå ðàññìîòðèì òðàäèöèîííîå ïðèëîæåíèå ãðàôîâûõ ìîäåëåé, ò.å. ïîñòðîåíèå ìî-
äåëè â êîíêðåòíîé îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ. Â îáøèðíîé îáëàñòè ãðàôîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
êëàññè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ òðè òèïà ìîäåëåé:
1.Ëîãàðèôìè÷åñêèëèíåéíûåìîäåëèäëÿäèñêðåòíûõäàííûõ, êîãäàïîïàðíîóñëîâíàÿíå-
çàâèñèìîñòüýêâèâàëåíòíàíóëåâûìâçàèìîäåéñòâèÿììåæäóäâóìÿôàêòîðàìè.Ïðèìåíåíèå
ãðàôîâ è ãðàôîâûõ ìîäåëåé ñîâìåñòíî ñ èçâåñòíûìè è øèðîêî èñïîëüçóåìûìè ëîãàðèôìè-
÷åñêè ëèíåéíûìè ìîäåëÿìè íà÷àëîñü ñ [Darroch, Lauritzen, et al.]; èçëîæåíèå ñ ïðèêëàäíîé
îðèåíòàöèåé ïðåäñòàâëåíî â [Edwards, Kreiner (1983)]; äâå äðóãèå âàæíûå ññûëêè [Whittaker




















íåçàâèñèìîñòü ñîîòâåòñòâóåò íóëåâûì ÷àñòíûì êîððåëÿöèÿì. Ïîñëå ðàáîòû Äåìïñòåðà
[Dempster (1972)] ãðàôè÷åñêèå ãàóññîâñêèå ìîäåëè ÷àùå íàçûâàþò ìîäåëÿìè âûáîðà êîâà-
ðèàöèé. Îáçîð ýòîé òåìû ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [Whittaker (1990)].
3.Ñìåøàííûåìîäåëèäëÿñìåøàííûõíåïðåðûâíûõèäèñêðåòíûõäàííûõ. Äëÿ ñìåøàííûõ
íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ äàííûõ ìîäåëè îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ, à òàêæå ìîäåëè íå-
îðèåíòèðîâàííûõãðàôîâ(ïîñëåäíèåòàêæåíàçûâàþòñÿãðàôîâûìèìîäåëÿìèâçàèìîäåéñò-
âèé) âïåðâûå îïèñàíû â ñòàòüå [Lauritzen, Wermuth (1989)]. Îáúåäèíÿÿ ëîãàðèôìè÷åñêè ëè-
íåéíûå ìîäåëè äëÿ äèñêðåòíûõ ïåðåìåííûõ ñ ãðàôîâûìè ãàóññîâñêèìè ìîäåëÿìè äëÿ íå-
ïðåðûâíûõ ïåðåìåííûõ, Ýäâàðäñ [Edwards (1990)] îáîáùàåò êëàññ íåîðèåíòèðîâàííûõ ìî-
äåëåé íà áîëåå øèðîêèé êëàññ èåðàðõè÷åñêèõ ìîäåëåé.
Ðåçþìåýòèõòðåõòèïîâìîäåëåéñëåäóåòèçëîæåíèþìîíîãðàôèè[Edwards(2000)], êðîìå
òîãî ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ïðîãðàììû MIM äëÿ ðåàëèçàöèè ýòèõ ìåòîäîâ.
Âñòàòüåðàññìàòðèâàåòñÿñëó÷àéíåïðåðûâíûõïåðåìåííûõ, èïîýòîìóîãðàíè÷èìèññëå-
äîâàíèå âòîðûì ñëó÷àåì ãðàôîâûõ ãàóññîâñêèõ ìîäåëåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî XX X p  ! ( ,..., ) 1 —









Îñîáåííî èíòåðåñíî èññëåäîâàòü çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ îáðàòíîé êîâàðèàöèîííîé ìàò-
ðèöûâñëó÷àå, êîãäàäâåïåðåìåííûåóñëîâíîíåçàâèñèìû(íåçàâèñèìûïðèôèêñèðîâàííûõ
îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ). Ãðàôîâûå ãàóññîâñêèå ìîäåëè îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ýëåìåí-
òîâîáðàòíîéêîâàðèàöèîííîéìàòðèöû.Äâåïåðåìåííûåóñëîâíîíåçàâèñèìûòîãäàèòîëü-
êî òîãäà, êîãäà çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà îáðàòíîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû
ðàâíî íóëþ.
Ãðàôîâûå ìåòîäû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ãðàôû ñî âñåìè óçëàìè (ïåðåìåííû-
ìè)èñòàêèìèðåáðàìè, äëÿêîòîðûõñîîòâåòñòâóþùèåýëåìåíòûâîáðàòíîéêîððåëÿöèîííîé
ìàòðèöå, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíûå êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè íå ðàâíû
íóëþ. Ãëàâíàÿ öåëü ñîñòîèò â ïîèñêå ìíîæåñòâà ÷àñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè è åãî
ãðàôîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñ òåì, ÷òîáû ïîëó÷èòü âûâîäû îá àíàëèçèðóåìîì ÿâëåíèè.
Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îñíîâàí íà àïïðîêñèìàöèè èñòèííîé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû
êîððåëÿöèîííîéìàòðèöåéñáîëååíèçêèì÷èñëîìðåáåð.Àëãîðèòìáûëïðåäëîæåíâðàáî-
òå[Dempster(1972)]èíàçûâàåòñÿàëãîðèòìîìâûáîðàêîâàðèàöèéèëèàëãîðèòìîìÄåìïñòå-
ðà, îí ïîäðîáíî ïðåäñòàâëåí â ðàçäåëå 3 äàííîé ñòàòüè.
2.2.Àëãîðèòìûâûáîðàìîäåëè
Ãðàôîâûå ìîäåëè çàäàþòñÿ òîëüêî ïðÿìûìè âçàèìîäåéñòâèÿìè. Â íàøåì ñëó÷àå çàäàíèå
íóëåâîãî ïðÿìîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ ýëåìåíòàìè ñîîòâåòñòâóåò ïðèðàâíèâàíèþ
íóëþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà â îáðàòíîé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöå.
Â ëèòåðàòóðå ïðåäëàãàþòñÿ òðè àëãîðèòìà âûáîðà ìîäåëè:
 ìåòîäû ïîøàãîâîãî ïîèñêà;
 EH-ïðîöåäóðà;







































































































)Ýòè àëãîðèòìû êðàòêî ïðåäñòàâëåíû íèæå.
Ïîøàãîâûé (îáðàòíûé èëè ïðÿìîé) âûáîð
Ýòîâîçðàñòàþùàÿïðîöåäóðàïîèñêà.Íà÷èíàÿñíåêîòîðîéíà÷àëüíîéìîäåëè, ðåáðàäî-
áàâëÿþòñÿ èëè óäàëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî äî òåõ ïîð, ïîêà íå óäîâëåòâîðÿåòñÿ íåêîòîðûé
êðèòåðèé. Íà êàæäîì øàãå ïðîâîäèòñÿ òåñò çíà÷èìîñòè, ÷òîáû ðåøèòü âîïðîñ î âêëþ÷åíèè
èëèèñêëþ÷åíèèïðåäëàãàåìûõêðàññìîòðåíèþðåáåð.Ïðèïðÿìîìâûáîðåíà÷èíàåìñïóñ-
òîé ìîäåëè è íà êàæäîì øàãå äîáàâëÿåì ñàìûå çíà÷èìûå ðåáðà. Íàïðîòèâ, â îáðàòíîé
ïðîöåäóðå âûáîðà íà÷èíàåì ñ ïîëíîé ìîäåëè è íà êàæäîì øàãå óäàëÿåì íàèìåíåå çíà÷è-
ìûå ðåáðà.
Îáà ïîäõîäà ÷àñòî ïðèâîäÿò ê âåñüìà ïîõîæèì ðåçóëüòàòàì è èìåþò ñâîè äîñòîèíñòâà
è íåäîñòàòêè.
Ïðÿìîéâûáîðíà÷èíàåòñÿñïóñòîéìîäåëèèïðîäîëæàåòñÿïóòåìïåðåáîðàìîäåëåé, íå
ñîãëàñóþùèõñÿ ñ äàííûìè, òîãäà êàê îáðàòíûé ìåòîä íà÷èíàåòñÿ ñ ïîëíîé ìîäåëè, ñîãëà-
ñóþùåéñÿ ñ äàííûìè, êîòîðûé ïðîäîëæàåòñÿ çàòåì øàã çà øàãîì ïóòåì ïåðåáîðà ìîäåëåé,
ñîãëàñóþùèõñÿ ñ äàííûìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê îòìå÷àëîñü Ýäâàðäñîì [Edwards (2000)],
ïðÿìîéâûáîðèìååòìåíüøåïðîáëåì, ñâÿçàííûõññóùåñòâîâàíèåìîöåíîêìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ è òî÷íîñòüþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé.
ÀëãîðèòìÄåìïñòåðàïðèíàäëåæèòêêëàññóïîøàãîâûõàëãîðèòìîââûáîðà, è, êàêïîêàçà-
íî â ïàðàãðàôå 3.1, åãî ñëîæíîñòü ðàâíà1() p
7 .
EH-ïðîöåäóðà
Â EH-ïðîöåäóðå (íàçâàííîé â ÷åñòü àâòîðîâ ðàáîòû [Edwards, Havrà´nek (1987)]) ïðèìåíÿ-
åòñÿáîëååñëîæíûéàëãîðèòìïîèñêà, ïîçâîëÿþùèéãëîáàëüíîïîäõîäèòüêñàìîìóïåðåáî-
ðó ìîäåëåé è ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî âûáèðàåòñÿ öåëûé ðÿä ìîäåëåé. Àëãîðèòì îñíîâàí íà
ïðèíöèïå ñîãëàñîâàííîñòè â òîì ñìûñëå, ÷òî åñëè îòêëîíÿåòñÿ êàêàÿ-ëèáî îäíà ìîäåëü, òî
òàêæå îòêëîíÿþòñÿ âñå åå ïîäìîäåëè. Àíàëîãè÷íî, åñëè ìîäåëü ïðèíèìàåòñÿ, òî âñå ìîäå-
ëè, êîòîðûå åå ñîäåðæàò, òàêæå ïðèíèìàþòñÿ [Gabriel (1969)].
Íàëþáîéñòàäèèâïðîöåäóðåïîèñêàèìååìòðèíåïåðåñåêàþùèõñÿìíîæåñòâà:ìíîæåñò-
âî âñåõ ñëàáî ïðèíÿòûõ ïîäìîäåëåé, êîòîðûå ñîäåðæàò ïðèíÿòûå ìîäåëè êàê ïîäìîäåëè;
ìíîæåñòâî ñëàáî îòêëîíåííûõ ìîäåëåé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîäìîäåëÿìè îäíîé èëè áîëåå
îòêëîíåííûõ ìîäåëåé è ïîýòîìó ìîãóò òàêæå ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íå ñîãëàñóþùèåñÿ ñ äàí-
íûìè; è ìíîæåñòâî âñåõ äðóãèõ, åùå íåêëàññèôèöèðîâàííûõ ìîäåëåé.
Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò èç òåñòèðîâàíèÿ ëèáî ìèíèìàëüíîé, ëèáî ìàêñèìàëüíîé ìîäå-
ëè â ìíîæåñòâå åùå íåêëàññèôèöèðîâàííûõ ìîäåëåé. Êàê òîëüêî ýòà ìîäåëü îòêëîíåíà èëè
ïðèíÿòà, ñïèñêè ïðèíÿòûõ è îòêëîíåííûõ ìîäåëåé îáíîâëÿþòñÿ, è ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ äî
òåõ ïîð, ïîêà íå áóäóò êëàññèôèöèðîâàíû âñå ìîäåëè.
ÄåòàëüíûéàíàëèçEH-ïðîöåäóðûïîêàçûâàåò, ÷òîìîæíîðàññìàòðèâàòüååêàêäâåïîøàãî-
âûå ïðîöåäóðû (ïðÿìóþ è îáðàòíóþ), êîòîðûå ñõîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó. Òàêèì îáðàçîì, EH-ïðî-
öåäóðàèìååò, ïîêðàéíåéìåðå, òàêóþæåñëîæíîñòü, ÷òîèñòàíäàðòíàÿïîøàãîâàÿïðîöåäóðà.
Â EH-ïðîöåäóðå ïðèìåíÿþòñÿ òåñòû íà ïîëíîå êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ äàííûõ ìîäåëüþ,
à íå òåñòèðîâàíèå ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìîäåëÿìè. Ìîäåëè, âûáðàííûå â ñîîòâåòñò-
âèè ñ EH-ïðîöåäóðîé, êàê ïðàâèëî, áóäóò áîëåå ïðîñòûìè, ÷åì âûáðàííûå ïîøàãîâûìè ìå-



















н÷àñòî ÿâëÿþòñÿ ìåíåå íàäåæíûìè, ÷åì òåñò, îñíîâàííûé íà ðàçíîñòÿõ îòêëîíåíèé ìåæäó
ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìîäåëÿìè.
Âûáîð ñ ïðèìåíåíèåì èíôîðìàöèîííûõ êðèòåðèåâ
Àêàèêå [Akaike (1974)] ïðåäëîæèë èíôîðìàöèîííûé êðèòåðèé, ïîëó÷åííûé ïî ïðèíöèïó
ìàêñèìèçàöèè èíôîðìàöèè. Ñîãëàñíî ýòîìó êðèòåðèþ âûáèðàåòñÿ ìîäåëü ñ íàèìåíüøèì
çíà÷åíèåì 	 22 log( ) Lp ,ã ä åL — ìàêñèìèçèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè,
à p — ðàçìåðíîñòü (÷èñëî ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ) ìîäåëè.
Áàéåñîâñêèé èíôîðìàöèîííûé êðèòåðèé Øâàðöà [Schwarz (1978)] àñèìïòîòè÷åñêè ñîîò-
âåòñòâóåò âûáîðó ìîäåëè ñ íàèáîëüøåé àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòüþ. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî
êðèòåðèÿïðîâîäèòñÿïîèñêìîäåëèñíàèìåíüøèìçíà÷åíèåì 	 22 log( ) Ln ,ã ä ån—÷èñëî
íàáëþäåíèé.Âðàáîòå[Schwarz(1978)]òàêæåïðåäñòàâëåíûèíåêîòîðûåäðóãèåèíôîðìàöè-
îííûå êðèòåðèè.





ìåííûõ â ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè àëãîðèòìà âûáîðà êî-
âàðèàöèé Äåìïñòåðà ïðåäëàãàþòñÿ êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû âûáîðà, èñïîëüçóþùèå äðåâî-
îáðàçíûå ñòðóêòóðû çàâèñèìîñòåé (èëè áîëåå òî÷íî, ïåðâûå ðåáðà äðåâîîáðàçíûõ ñòðóê-
òóð çàâèñèìîñòåé). Òàêîå ðåøåíèå ïîäðîáíî ïðåäñòàâëåíî âî âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè.
Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ñòàòüè ïîñâÿùåíà ïîäðîáíîìó èçëîæåíèþ àëãîðèòìà Äåìïñòåðà.
3.  Алгоритм выбора ковариаций Демпстера
3.1.Îïèñàíèåàëãîðèòìà
Êàê óïîìÿíóòî âûøå, Äåìïñòåð [Dempster (1972)] ïðåäëîæèë àëãîðèòì âûáîðà êîâàðèà-
öèé, ÿâëÿþùèéñÿèòåðàöèîííûìïðÿìûìàëãîðèòìîìâûáîðàäëÿìàòðè÷íîéàïïðîêñèìàöèè.
Òðèîñíîâíûõøàãààëãîðèòìàïðåäñòàâëåíûíèæå, èîíèðàññìàòðèâàþòñÿáîëååäåòàëü-
íî â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî âåðõíèé òðåóãîëüíèê êîâàðèàöè-
îííîé ìàòðèöû è ýëåìåíòû ìàòðèöû, ñâÿçàííûå ñî âçâåøåííûìè ðåáðàìè ãðàôà.
Øàãèíèöèàëèçàöèè.Âñåïåðåìåííûåðàññìàòðèâàþòñÿêàêíåêîððåëèðîâàííûå.Êîâà-
ðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé. Äëÿ äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ëî-
ãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ.
ØàãI. Ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ èñõîäíîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû âûáèðàåòñÿ òîò åùå íå
äîáàâëåííûé ýëåìåíò, äëÿ êîòîðîãî ïîâòîðíî îöåíåííàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ïðèâî-
äèò ê ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ëîãàðèôìà ïðàâäîïîäîáèÿ.
ØàãII.Åñëèýòîòíîâûéýëåìåíòâíîñèòäîñòàòî÷íûéâêëàä
5, òîîíäîáàâëÿåòñÿèïðîèçâî-








































































































5 Òåñòèðóåòñÿ íà çíà÷èìîñòü ðàçíîñòü ìåæäó íîâûì è ñòàðûì çíà÷åíèåì ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïðàâäî-
ïîäîáèÿ.Îïðåäåëåíèÿ
Ïëîòíîñòü ìíîãîìåðíîãî âåêòîðà íàáëþäåíèé xx x x p  ! ( , ,..., ) 12 ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷å-
ñêèì îæèäàíèåì, ïðèíàäëåæàùåãî ýêñïîíåíöèàëüíîìó ñåìåéñòâó ðàñïðåäåëåíèé, ìîæíî
âûðàçèòü â ñëåäóþùåì âèäå:
ft t t rr ( , ) exp( ( ) ( ) ( )), xx x x  	 	 	 	 44 4 00 1 1  (8)
ãäå fd (, ) xx    1.


































ãäå/()  ij ,à/
 
1 {} 





âàðèàöèîííîé ìàòðèöû ðàâåí íóëþ.
Âûðàæåíèå (9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå (8), ãäå:
rp p 	 () , 12








2     		 , ,..., , , ,..., p
p




pp ,..., , (10)















() , l o g l o g ( ) , x    èd e t 4/ (12)
ãäå p — ÷èñëî ïåðåìåííûõ.
Îòìåòèì, ÷òî






öèîííîé ìàòðèöû, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷àñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿ-
öèè.
Êðîìå åñòåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ44 4 12 ,,,  r, óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ìîìåíòíûå ïàðà-
ìåòðû 5 ! (, , ,) 66 6 12  r , îïðåäåëÿþùèåñÿ ñîîòíîøåíèåì:
6ii i Et x t xf d   [() ] () (,). xx 
Äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååì




































6 Ýòè ïàðàìåòðû ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóþò ðàñïðåäåëåíèå âïëîòü äî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.Òàêèìîáðàçîì, 5—ôóíêöèÿýëåìåíòîâêîâàðèàöèîííîéìàòðèöû/, ïðè÷åìäèñïåðñèè
óìíîæàþòñÿ íà ìíîæèòåëü 
1
2
è êîâàðèàöèè — íà ìíîæèòåëü –1.
Îïðåäåëÿåìrr " êîâàðèàöèîííóþ ìàòðèöó7 ñ ýëåìåíòàìè 8 ij,
ãäå 86 6 ij i j i i j j txtx tx tx f x d     cov( ( ), ( )) ( ( ) )( ( ) ) ( , )  x. (13)
Ìàòðèöà 7 ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé. Êîâàðèà-
öèþ 8ij äëÿtx i() ètx j() ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíÿÿ ñòàíäàðòíóþ ôîðìóëó
cov( , ) xxx x c c k mn km n kn m ll l 	 12  , (14)
â êîòîðîé êîýôôèöèåíòû cc 12
1
2






ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì êîìáèíàöèÿì kl è mn.
Äåìïñòåð ïîêàçàë, ÷òî ìàòðèöà 7 äàåò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïàðàìåòðîâ 6ïî ïàðàìåò-
ðàì 4
86 4 ij i j 9 9 , (15)
è âñëåäñòâèå ñèììåòðèè ìàòðèöû7 èìååì
99 99 64 64 ij ji . (16)
Ýòè äâà ñâîéñòâà ìàòðèöû 7 ñëóæàò îñíîâàíèåì äëÿ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû, îïèñûâàå-
ìîé íèæå.
Èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà
Ðàññìàòðèâàåì òîëüêî âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ÷àñòü êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû. Íà êàæ-
äîì øàãå ðàçáèâàåì ìíîæåñòâî F âñåõ ïàð(, ) ijíà äâà ïîäìíîæåñòâà A è B, çäåñü1  ijp .
Ïîäìíîæåñòâî A ñîñòàâëåíî èç âñåõ ïàð(, ) ij ,ã ä åij  (äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû) ïëþñ âñå
ïàðû(, ) ij , ñîîòâåòñòâóþùèåýëåìåíòàì, âêëþ÷åííûìâìîäåëü, àB—ïîäìíîæåñòâîâñåõîñ-
òàâøèõñÿ ïàð(, ) ij .
Òàêîå ðàçäåëåíèå åñòåñòâåííî ïðèâîäèò ê ðàçáèåíèþ    ! (,) AB è 55 5  ! (,) AB .Ñ î -
















1. Ïîäáèðàåì 5 A óñòàíîâêîé  B  0. Òàêèì îáðàçîì, óäîâëåòâîðÿåì îïðåäåëåíèþ 8
îöåíîê  /è  /
1, ïðåäñòàâëåííîìó â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
Â èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðå, êîòîðàÿ ñòðîèò ðàçáèåíèÿ  









() 0 òàê, ÷òîáû ñ èçìåíåíèåì i èçìåíÿëàñü òîëüêî  A
i ()òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ
55 5





i  âåëè÷èíû 5 A
i ()ñõîäèëèñü ê æåëàåìîé 5 A.
Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèëîæåíèå ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ ðåøå-




i () () ()  íàøàãåi.Èñïîëüçóÿñâîéñòâî(15), ðàçëàãàåì5 A âðÿäÒåéëîðàâîêðåñòíîñòè
 A:





i 	  	







































































































)Èñêëþ÷èâ ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà è çàìåíèâ  A íà  A
i () 	1 , èìååì:







i 	  	
	 () () ( ) () ()
1 .
Ðåøàÿ ëèíåéíóþ ñèñòåìó








i () ( ) () () ()
	  
1










÷åíèÿ â A, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûïîëíèòü èòåðàöèþ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîöåäóðû äëÿ âñåõ
êàíäèäàòîâ è âûáðàòü êàíäèäàòà, êîòîðûé âíîñèò íàèáîëüøèé âêëàä â ëîãàðèôìè÷åñêóþ
ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ.
Ñâîéñòâà îöåíêè












() () . (19)
ÄàëååïðîäîëæàåìèçëîæåíèåóæåäëÿíàáëþäàåìîéìàòðèöûS(âìåñòîìàòðèöû/).Äëÿäàí-
íîãîðàçáèåíèÿ(,) AB ìàòðèöû  /è  /
1 âû÷èñëÿþòñÿ, ÷òîáûóäîâëåòâîðèòüîïðåäåëåíèþ8, äà-
âàåìîìó íèæå.




 ij ij s  , åñëè (, ) ij A $
è
 
ij  0, åñëè (, ) ij B $ .
Îöåíêè  /è  /
1 îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü. Åñëè èìååòñÿ êàêàÿ-ëèáî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-
íàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ ñîãëàñóåòñÿ ñ ìàòðèöåé S â ïîçèöèÿõ(, ) ijìíîæåñòâà
ïàðA, òîãäàñóùåñòâóåòîäíàèòîëüêîîäíàìàòðèöà  /ñäîïîëíèòåëüíûìñâîéñòâîì, ÷òîýëå-
ìåíòû  /
1 ðàâíû íóëþ â ïîçèöèÿõ B.
Îöåíèâàíèåìåòîäîììàêñèìàëüíîãîïðàâäîïîäîáèÿ(ÌÏ).Ñðåäèâñåõíîðìàëüíûõìîäå-
ëåé ñ ýëåìåíòàìè/
1, ðàâíûìè íóëþ â ïîçèöèÿõ B, îöåíêà  /ÿâëÿåòñÿ ÌÏ-îöåíêîé/.
Ïðàâèëî îñòàíîâêè
Îáîçíà÷èì ÷åðåç
 âåêòîð ñðåäíèõ çíà÷åíèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Äàëåå ðàññìîòðèì óñëîâ-
íûå ëîãàðèôìè÷åñêèå ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ l(;|) //
 îòíîñèòåëüíî äàííîãî
, êîòîðûå



















нâàðèàíò 1. Òîëüêî íà îöåíåííîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöå
l(|) l o g ( ) l o g ( ) 
,
















ãäå p — ÷èñëî ïàðàìåòðîâ;
âàðèàíò 2. Íà íà÷àëüíîé è îöåíåííîé êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèöàõ
l(;|) l o g ( ) l o g ( ) 
,











ãäå   ij — ýëåìåíòû ìàòðèöû  .
Ïåðâûé âàðèàíò ïðåäëîæåí â ñàìîé ñòàòüå Äåìïñòåðà, à âòîðîé ðåêîìåíäîâàí Ë.Ä. Ìå-
øàëêèíûì
7. Îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòàõ ïðîâåäåííîãî ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà, èñïîëüçî-
âàëñÿ ïåðâûé âàðèàíò âû÷èñëåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ.
Îïðåäåëåíèå 9. Íàçîâåì	 k
1 âêëàäîìîöåíåííîéêîâàðèàöèîííîéìàòðèöû  âàïïðîê-
ñèìàöèþ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöûïðè äîáàâëåíèè ïàðàìåòðàk 
1:
	kk k n 

 
  11 1 2|(  )( ) | ll  , (22)
ãäån—÷èñëîíàáëþäåíèé.
Òî÷íûõ òåñòîâ çíà÷èìîñòè íå èìååòñÿ, íî ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïðèáëèæåííûõ òåñòîâ.
Â ÷àñòíîñòè, âêëàä	 k
1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
2 ïåðåìåííóþ ñ 1-îé ñòåïåíüþ ñâîáîäû.
ÑîãëàñíîìåòîäóÁîíôåððîíè[Miller(1981)], ïðåäëàãàåòñÿñêîððåêòèðîâàòüóðîâåíüçíà-
÷èìîñòè íà ÷èñëî ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå åùå íå ñîäåðæàòñÿ â ìîäåëè. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
ïåðåìåííàÿk 
1äîáàâëÿåòñÿ, åñëè âêëàä	 k
1 çíà÷èì íà óðîâíå (( ) ) pp k  12 .
Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåí ïñåâäîêîä àëãîðèòìà.
3.2.Ïñåâäîêîä
Îïðåäåëåíèÿ
p — ÷èñëî ïåðåìåííûõ;
n — ÷èñëî íàáëþäåíèé;
VX U  (,) — ïîñòðîåííûé ãðàô;
Ss ij  — âûáîðî÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà;




ij — îöåíêà îáðàòíîé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû;
Ai j  (, ) — âûáðàííûå ðåáðà (, ) |  ij i j p s ij ij 1

 
  è  ;




  è  ;
AB i j i jp AB  
 

  (, ) | , 1Ø ;
l — ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ  ;
gii i   ll 1 — âêëàä â ëîãàðèôìè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ;
 AA , è  B — âåêòîðû äëèíû#Aè#B;








































































































7 ×àñòíîå ñîîáùåíèå.Àëãîðèòì 1. Âûáîð êîâàðèàöèé.
1. Ai j i p 0 12  ( , )| , ,...,
2. Xp U  = 12 , ,..., ,
3.  /I
4. Âû÷èñëèòü l0 è èíèöèàëèçèðîâàòü g1 
5. while g1 çíà÷èìî do
6. Bi j i j i j A g 00 0 0  >  (, ) | (, ) , è
7. for(, ) ij B $ 0 do
8. A A ijB B ij ;  00 (, ) , \(, )
9. Âû÷èñëèòü  /1
10. Âû÷èñëèòü l1
11. g11 0  ll
12. if gg 10 
 then
13. Âûáðàòü(, ) ij
14. end if
15. ll 01  , gg 01 
16. end for
17. UU i j ;  (, ) , // 01
18. AA BB 00  ,
19. end while
Ñëåäóþùèé àëãîðèòì äåòàëèçèðóåò îïåðàòîð 9 àëãîðèòìà âûáîðà êîâàðèàöèé.
Àëãîðèòì 2. Ïîñòðîåíèå  /1.
1. Âû÷èñëèòü  /0
1 
2.  B  [ ,..., ] 00





















5. Èíèöèàëèçèðîâàòü &  ,,  0 0001
6. while &
do
7.  Ai j
ij 00
0  4 (,) 
























9. Ðåøèòü75 5 AA A A s  ()
0
10.  AA s
10 	
11. Âû÷èñëèòü  /1
1  è  /1






























(, ) , (,)
( ), , ,

ij k







































1  ñòðîèòñÿ èç  A
1 è B.
Èíàêîíåö, ïðåäñòàâëÿåìâû÷èñëåíèå÷èñëàîïåðàöèé(ñëîæíîñòü)àëãîðèòìà1.Òðèîïå-
ðàòîðà âíîñÿò íàèáîëüøèé âêëàä â ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà:
 Îïåðàòîð 5 while âûïîëíÿåòñÿ ñàìîå áîëüøåå pp () 12 ðàç.
 Îïåðàòîð 7 for âûïîëíÿåòñÿ ñàìîå áîëüøåå pp () 12 ðàç.







Ðàññìîòðèì êîððåëÿöèîííóþ ìàòðèöó S èç ïðèìåðà Äåìïñòåðà ñ ÷èñëîì ïåðåìåííûõ
p  6 è ÷èñëîì íàáëþäåíèén  72, îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì (2).
Èíèöèàëèçàöèÿ: íà÷èíàåì ñ ïîäìíîæåñòâà B0, ñîñòàâëåííîãî èç âñåõ íåäèàãîíàëüíûõ





















Èòåðàöèÿ 1: ïðîñìàòðèâàåì ýëåìåíòû äëÿ äîáàâëåíèÿ, íà÷èíàÿ ñ ýëåìåíòà (1,2):
s12 0 3966  ,.



















































 A 1 ! ),
è  B
() 0 ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì âåêòîðîì-ñòîëáöîì äëèíû 14.

















































































































00 0 50 0
00 0 5 0


































Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (17) è (18), âû÷èñëÿåì  A
() 1 :
 7 5 5 AA A A A A
( ) () () ()  ()





































































































Äàëåå îáúåäèíÿåì  A
() 1 è  B
() 0 , ÷òîáû ïîëó÷èòü  /
1 è, òàêèì îáðàçîì,  /.Ä à ë å å / ìî-
æåò áûòü ðàçáèòî íà 5 A
() 1 è 5 B
() 1 . Âåêòîð  A
() 2 âû÷èñëÿåòñÿ ïî òåì æå ôîðìóëàì (17) è (18) è òàê
äàëåå.
Íà ýòîì øàãå ìàêñèìàëüíûé âêëàä â àïïðîêñèìàöèþ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû
3 01 0 17 72   ll , äîñòèãàåòñÿ äëÿ ýëåìåíòà (4,5).
Ìû óñòàíàâëèâàåì AA  0 èBB  0.
















100 0 0 0





























































нÈòåðàöèÿ2:Ñíîâàïåðåñìàòðèâàåìýëåìåíòû, ÷òîáûïðîâåñòèäîáàâëåíèå, íà÷èíàÿ, êàê















































,, , ,,, , ,
(, ,
() 5A 1 12791 05975 12791 1 ,, , , ,, , ) , !
è  B
() 0 ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì âåêòîðîì-ñòîëáöîì äëèíû 13.
Ïðîäîëæàåì äåéñòâîâàòü òàê æå, êàê è íà ïðåäûäóùåì øàãå. Ìàêñèìàëüíûé âêëàä
31 17 72  , äîñòèãàåòñÿäëÿýëåìåíòà(1,5).ÄîáàâëÿåìýòîòýëåìåíòêA, òàêèìîáðàçîìA={(1,1),
















1 0 0 02163 04632 0















Èòåðàöèÿ 3:3 2 17 39  , .












16672 04706 04929 0 06451 0
11866 0 0 0 0






























 10000 03966 03688 02163 04632 00802
10000 01463 00858 01837 00318







































































































































)Âêëàä3 6 ðàâåí 7,10. Ýòîãî íåäîñòàòî÷íî äëÿ äîáàâëåíèÿ ïîñëåäíåãî ïðåäëîæåííîãî
ýëåìåíòà (3,6): s36= 0,3395.
Îáðàùàåìâíèìàíèå, ÷òîãðàôäëÿýòîãîïðèìåðàñîâïàäàåòñãðàôîìíàðèñ.1.Òàêèìîá-
ðàçîì, ýòîò ãðàô ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðåâîîáðàçíóþ ñòðóêòóðó çàâèñèìîñòåé.
4. Заключение
Â ïåðâîé ÷àñòè ñòàòüè áûëî ïðåäëîæåíî äâà ìåòîäà àíàëèçà ñòðóêòóðû ïåðåìåííûõ ïðè
ïîìîùèìîäåëåéíàãðàôàõ:äðåâîîáðàçíûåñòðóêòóðûçàâèñèìîñòåéèãðàôîâûåìîäåëè—
èóäåëåíîîñîáîåâíèìàíèåàëãîðèòìóâûáîðàêîâàðèàöèéÄåìïñòåðà.Òàêæåáûëèïðèâåäå-
íû ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëåé íà ãðàôàõ äëÿ èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû ïåðåìåííûõ è ââå-
äåíû êðèòåðèè êà÷åñòâà ïðåäñòàâëåíèÿ èñõîäíîé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû.
Âî âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ ïðåäëàãàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ àë-
ãîðèòìà Äåìïñòåðà, çíà÷èòåëüíî óñêîðÿþùàÿ âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ. Êðîìå òîãî, ïðåä-
ñòàâëåíà êîìïëåêñíàÿ ìåòîäèêà àíàëèçà ñòðóêòóðû ïåðåìåííûõ, îñíîâàííàÿ íà ãðàôîâûõ
ìîäåëÿõ, è åå ïðèìåíåíèå ê ñðàâíèòåëüíîìó àíàëèçó ðîññèéñêèõ ðåãèîíîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ
âðåìåííûõ ïåðèîäîâ.
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